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Статистическое управление процессами на основе контроля                        
по суженному допуску.                                                                                                 

Последовательное оценивание параметров процесса 

Д.А. Мастеренко, 
проф. каф. «Изм. инф.сист. и технол.», д.т.н., metrologycenter@gmail.com, 

МГТУ «Станкин», г. Москва 

Предложена процедура последовательного вычисления оценок параметров технологического процесса для це-
лей мониторинга его состояния и управления по результатам выборочного контроля по суженному допуску. По срав-
нению с ранее исследованными оценками, это позволяет упростить и ускорить вычисления. Становится также воз-
можным построение методов последовательного контроля, обеспечивающего меньший средний объём выборки.  

 
The procedure of sequential estimation of technological process parameters from the results of narrow-limits sampling is 

proposed for process monitoring and control. In comparison with the previously researched estimates, the procedure simpli-
fies and speeds up the calculations. It allows also building of the sequential tests with less average sample volume.  

 
Статистическое управление процессами служит одним из основных инструментов современного менеджмента 

качества [1,2,3]. Стабильный технологический процесс в крупносерийном и массовом производстве во многих случа-
ях может быть охарактеризован двумя параметрами: уровнем настройки (средним значением показателя качества 
изготавливаемых изделий)   и средним квадратическим отклонением показателя качества  . В целевом (номи-

нальном) состоянии эти параметры должны иметь определённые значения 0 и 0 . Чтобы обнаружить выход из 

этого состояния, производится выборочный контроль (альтернативный признак) или измерение (количественный 
признак) показателя качества изготавливаемых изделий и вычисление оценок параметров. 

Существует ряд методов, позволяющих обходиться без точных измерений показателя качества, но приблизиться 
к количественным методам по эффективности. Такие методы основаны на контроле выборки изделий при помощи 

пары калибров, настроенной на суженное относительно исходного поле допуска и подсчет чисел ( , , )n n n1 2 3
, равных, 

соответственно, количествам проконтролированных изделий, у которых значение показателя качества ниже нижней 
границы суженного поля допуска, укладывается в суженное поле допуска и выше верхней границы поля допуска. 

рис.1 иллюстрирует принцип контроля по суженному допуску. Через A  и B  обозначены, соответственно, нижняя 

и верхняя границы исходного поля допуска, a  и b  – границы суженного поля допуска. Целевое значение уровня 

настройки процесса, равно 0 ( ) / 2 ( ) / 2A B a b     . Среднеквадратическое отклонение процесса в номиналь-

ном состоянии равно 0 . Плотность распределения показателя качества изделий, формируемого в процессе, 

( ; , )f x   , зависит от   и   как от параметров. Во многих случаях распределение с хорошей точностью можно 

считать нормальным.  

 

рис.1. Принцип контроля по альтернативному признаку по суженному допуску  

Как в целевом состоянии процесса, так и при небольших отклонениях от него вероятность выхода за границы по-

ля допуска A  и B  незначительна. Это значит, что небольшие выборки с большой вероятностью не будут содержать 
ни одного несоответствующего изделия и не дадут информации об отклонении процесса от номинального состояния, 
пока это отклонение не станет достаточно значительным – чего как раз и не следует допускать. 

При контроле выборки изделий объемом n  единиц по суженным границам a  и b  подсчитываются количества 

n1  и n3  изделий, у которых значение показателя качества оказывается, соответственно, меньше нижней границы и 

больше верхней границы суженного поля допуска. Количество изделий, соответствующих суженному полю допуска, 

составляет 2n ,   1 2 3n n n n .  
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Предполагая нормальность распределения, можно записать вероятности того, что при заданных значениях уров-
ня настройки   и среднеквадратического отклонения случайного разброса   значение показателя качества изде-

лия будет ниже нижней границы, в пределах и выше верхней границы поля допуска:  

1( , ) ( | , )
a

p P X a


   


 
    

 
, 2( , ) ( | , )

b a
p P a X b

 
   

 

    
        

   
,               

  

 3 ( , ) ( | , ) 1
b

p P X b


   


 
     

 
.    

Для удобства записи сопоставим с результатом контроля некоторую дискретную случайную величину dX , при-
нимающую значения 1, 2, 3, соответственно, в перечисленных выше случаях, то есть её распределение вероятно-
стей 

( ; , ) ( | , ) ( , ), 1,2,3d

jp j P X j p j         .  

Результаты контроля выборки из n изделий представляются последовательностью таких случайных величин 

1( ,..., )n nX XX , полагаемых независимыми. Совместное распределение вероятностей такого случайного вектора 

имеет вид: 
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С точки зрения оценивания параметров   и  , очередность появления значений 1, 2, 3 роли не играет, важно 

лишь их общее количество, то есть тройка 1 2 3( , , )n n n представляет собой достаточную статистику, подчиняющуюся 

полиномиальному распределению: 

 31 2

1 2 3 1 2 3

1 2 3

!
( , , ; , ) ( , ) ( , ) ( , )

! ! !

nn nn
p n n n p p p

n n n
        .          (2) 

Обзор статистических методов контроля и управления процессами, основанных на применении суженных и сту-
пенчатых калибров с использованием сформулированной математической модели, приведён в [4]. 

Автором настоящего доклада разработан подход к статистической обработке наблюдений в ситуациях, когда ши-
рина случайного разброса сопоставима с дискретой средства измерения – так называемых «сильно дискретизован-
ных наблюдений». Дискретность отсчета при этом приводит к существенной потере информации [5]. В рамках данно-
го подхода исследованы свойства оценок, для которых автором предложено название «оценки типа Питмена» 
[6,7,8,9]. Разработанные методы оценивания применены при разработке высокоточных средств измерений [10], в том 
числе, координатно-измерительных машин [11] и лазерных интерферометрических систем [12]. 

Статистическая модель сильно дискретизованных наблюдений также применима к контролю по суженному допус-
ку. Применение разработанных методов статистической обработки позволяет оценивать параметры процесса   и 

 по результатам контроля. Как показано в [13,14,15], на основе полученных оценок можно управлять процессом, 

что приводит к уменьшению разброса значений показателя качества в изготовленной партии изделий. Другой оче-
видной возможностью является оценивание показателей воспроизводимости процесса [16], для чего обычно также 
производятся измерения признака качества. 

Согласно развиваемому подходу, оценки параметров процесса ищутся как байесовски оптимальные (в широком 
смысле), то есть как функции наблюдений, на которых минимизируется функционал риска: 

, ˆ ˆ,
ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , , , ) minR E W d d   
       



   (3) 

где   – некоторое выпуклое множество, заведомо заключающее в себе истинные значения параметров, а функция 

потерь ˆ ˆ( , , , )W      должна определяться спецификой задачи оценивания. 

Потери от неточного оценивания уровня настройки естественно принять зависящими от модуля разности оценки 

и истинного значения ̂  . Что касается параметра разброса  , то его точность оценивания характеризуется не 

разностью, а отношением ˆ /  , его близостью к 1. Скомбинировав квадратические потери по обеим оценкам, взя-

тые с некоторыми положительными весами 1 2,w w , можно предложить функцию: 
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Минимизация риска (3) с такой функцией потерь приводит к следующим оценкам параметров процесса: 
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Множество M , по которому производится интегрирование, представляет собой прямоугольник, стороны которого 
суть интервалы возможных значений   и  . 

Сложности вычисления оценок по формулам (4) и (5) могут быть обойдены при фиксированном и заранее из-

вестном объеме выборки n  путём предварительного табулирования значений оценок для всевозможных сочетаний 

1n , 2n  и 3n , которые могут иметь место для такого объема. Однако тогда при переходе на план контроля с другим 

объёмом выборки потребуется использование другой таблицы оценок. Кроме того, построение и применение планов 
последовательного контроля не предполагает никакого фиксированного наперёд объёма выборки, зато позволяет 
минимизировать его в среднем. Отметим также, что по мере роста объема выборки число вычислительных опера-

ций, а значит, и время вычисления оценок (4), (5) возрастает. 

Сокращение и ускорение вычислений было рассмотрено автором доклада в [17,18] для оценок векторного пара-
метра линейной статистической модели вида: 

i i iY  v θ  , 1,..., ,...i n  ,      

с функцией потерь на основе евклидовой нормы θ̂ - θ  (или другой положительно определённой квадратической 

формы). В этом случае оценка типа Питмена вектора θ  имеет вид: 
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Идея способа заключается в том, чтобы последовательно, по мере получения наблюдений 1y  2y , …, ny , … вы-

числять вспомогательные функции 
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начиная с 
(0) ( ) 1 θ ,  и с их использованием находить оценки вектора параметров: 

 
( ) ( )ˆ ( )n n d



 θ θ θ θ   (8) 

При программной реализации вместо функций непрерывных переменных в (7), (8) используются дискретные сет-

ки значений, а вместо интегралов  конечные суммы. При достаточно мелком разбиении множества   погрешность 

по сравнению с интегрированием получается приемлемо малой. 

В формулах (6) и (8) все компоненты вектора в подынтегральном выражении умножаются на одну и ту же скаляр-

ную функцию. В противоположность этому, если даже рассматривать параметры процесса совместно как вектор, в 

формулах (4), (5) знаменатели различны, поэтому процедуры, аналогичной (7), (8), не получается.  

Рассмотрим другую оценку уровня настройки: 
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а оценку среднеквадратического отклонения перепишем в виде: 
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Теперь эти две формулы можно объединить и рассматривать как оценку вектора, в которой по обеим компонен-
там производится интегрирование с одним и тем же ядром: 

31 2

31 2

1 2 32

1 2 32

1
( , ) ( , ) ( , )

ˆ

1ˆ
( , ) ( , ) ( , )

nn n

M

nn n

M

p p p d d

p p p d d


       

 


       



 
 

   
 

 




    

Для построения процедуры последовательного оценивания вернёмся к распределению вероятностей (1) и вве-
дём вспомогательные функции: 
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вычисляемые по рекуррентному соотношению: 
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причём 
(0) ( , ) 1    . После получения очередного результата контроля 

d

nx  и вычисления функции 
( ) ( , )n   мож-

но вычислить оценки параметров: 
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Соотношения (12), (13) задают те же самые оценки (9), (10), лишь представленные в другой форме. 

Заметим также, что оценки (9), (10) получаются согласно общему подходу посредством минимизации риска (3) с 

функцией потерь:     
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При программной реализации вычислений по формулам (11) – (13) значения вспомогательных функций 
( ) ( , )n   находятся, с заменой интегралов конечными суммами, в узлах сетки, сформированной точками, разме-

щенными с постоянным шагом на интервалах возможных значений   и  . При этом используются массивы значе-

ний в этих узлах функций: 

( , )jp   , 2( , ) /jp    , 1,2,3j  ,   

которые можно рассчитать заранее, вне зависимости от объема выборки и каких-либо наблюдений. Вычисление и 
вспомогательных функций, и оценок сводится к покомпонентному умножению и суммированию массивов. 

Таким образом, все наиболее трудоёмкие операции могут быть выполнены заранее, а при последовательном вы-
числении оценок требуется производить только покомпонентные умножения массивов, суммирование и деление. Это 
уже достаточно простые операции, которые могут выполняться в реальном времени, в том числе, на карманных ком-
пьютерах и прочих подобных устройствах. 

Для сравнения свойств оценок в среде Mathlab были проведены расчёты смещений и средних квадратов погреш-

ности оценок 
( )ˆ n , а также среднего отношения  

( )ˆ /n   для различных истинных значениях параметров  ,  , 

калибра с границами 0 02  , множества возможных значений параметров 

0 0 0 0 0 04 ; 4 ;2              
  разбиение которого производилось на 200 точек по   и на 100 точек по  , 

объёмов выборки 20, 30 и 40. Результаты расчётов показали, что при указанных условиях свойства оценок действи-
тельно близки, и относительное расхождение всех указанных характеристик составляет менее 2% [19]. По результа-

там расчётов также установлено, что близки оценки (4) и (9).  

Таким образом, изложенный в настоящем докладе способ вычисления оценок параметров процесса по результа-
там контроля калибром, настроенным на суженный допуск, обладает следующими достоинствами:  

• вычисление производится последовательно, по мере получения новых наблюдений; 

• процедура вычислений достаточно проста и может выполняться в реальном времени на маломощных вычисли-
тельных устройствах; 

• свойства оценок при вычислении по дискретным массивам и суммам близки к свойствам оценок, полученных ин-
тегрированием; 

• открывается путь для построения последовательных критериев проверки гипотез относительно параметров про-
цесса, обеспечивающих сокращение среднего объёма выборки. 
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